Ubungsblatt 7 - Musterlésungen

Technische Hochschule Mittelhessen
FB MNI, Lineare Algebra fiir Informatiker, Prof. Dr. B. Just

Aufgabe 1

Bitte berechnen Sie die Determinanten der Matrizen und geben Sie das benutzte Verfahren sowie
die wesentlichen Zwischenschritte an
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Losung Aufgabe 1:

a.) Fiir eine 2 x 2- Matrix <CCL Z) ist die Determinante bekanntlich ad — be.

Das ergibt hier 3-5 —(=2)-(—4) =15—-8=1T.
b.) Begriindung wie in Teil a.) - die Determinante ist a — (—a) = 2a.
c.) Entwicklung nach der zweiten Zeile ergibt als Determinante

(—1)2+2. b~det(<_1b 2) — b(b— (=b)) = 22,

Alternative: Berechnung mit R3-Sarrrus ergibt als Determinante
1-b-b+b-0-(=b)+1-0-0—-1-b-(~=b)—1-0-0—b-0-b=2b°

d.) Zunidchst wird die erste Zeile zweimal von der dritten abgezogen. Dadurch &ndert sich die
Determinante nicht. Die entstehende Matrix ist

1 2 3 4
0 2 1 =z
0 0 3 -3
0 00 y

Das ist eine obere Dreiecksmatrix. Thre Determinante ist also das Produkt der Diagonalelemente,
1-2-3-y = 6y. Somit ist auch die Determinante der urspriinglichen Matrix 6y.

e.) Die Matrix entsteht aus der Matrix aus Teil d. durch Vertauschen der zweiten und der vierten

Zeile.
Vertauschen zweier Zeilen dndert das Vorzeichen der Determinante. Nach Teil d. ist
1 2 3 4
0 2 1 =z
det 9 4 9 5| 6y.
0 0 0 y
Also ist
1 2 3 4
00 0 y| _
det 9 4 9 5|~ —6y.
0 2 1 «x



f.) Entwickeln der Determinante nach der ersten Zeile liefert:

010 0
2 8 1 -1 21—l

det 030 1 =(-1)-det {0 0 1 | =(-1)-(0+14+0-0-4-0)=(-1)-(-3)=3
1 4 2 3 123

Dabei wurde fiir die 3 x 3-Matrix die Regel von Sarrus benutzt (geht nur im R3).

g.) Zunichst wird die dritte Zeile von der ersten und dann von der zweiten abgezogen. Durch
diese elementaren Zeilentransformationen bleibt die Determinante unverdndert, und man erhalt die

Matrix
cosa sina 0

—sina cosa 0

1 1 1

Die Determinante wird durch Entwicklung nach der letzten Spalte berechnet, und man erhilt als
Wert (—1)3%3 . (sin? e + cos? o) = 1.

Aufgabe 2

Fiir welche Werte von A,y € R sind die Determinanten der folgenden Matrizen Null?
m und k sind Konstanten.

4-X -1 0
a)[ 1 2-x 0 b.) (mﬁ; 2 _m’i %)
-9 3 - Y

Bitte begriinden Sie Thre Antworten.

Losung Aufgabe 2

a.)

b.)

Man kann die Determinante mit dem R3-Sarrus berechnen, oder durch Entwicklung nach der letzten
Spalte. In beiden Féllen erhélt man die Determinante

d=X-2=X- (=N -\
Dabei wurden Summanden, die Null sind, nicht aufgefiihrt.

Umformung ergibt:

(4 -

=(=0-(4=2-2-N+1)

=(=A\)- (8 =6A+ A +1)

=(=A)- (A2 =61 +9)

=(=\)- (A —3)? (zweite binomische Formel)

Die Determinante ist also 0 bei A = 0 und A = 3.

Nach der Determinantenregel fiir 2 x 2-Matrizen ist die Determinante
(—my + 2k)? — k? = m2y? — dkmy + 3k>.

Fall m # 0: Der Ausdruck ist Null, wenn gilt

y - — y+—2:0.
m m

Anwendung der pg-Formel liefert

m

2% 2k\?  3k2
N
m

Das heisst, y; = 2% und yo = £.

m

Fall m = 0: Der Ausdruck ist Null, wenn gilt 3k2 = 0, d.h., wenn auch k = 0 gilt.



Aufgabe 3

Bitte berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrix, und geben Sie das benutzte Verfahren
sowie wesentliche Zwischenschritte an.

— = = =N
— o= =N
— = N =
— N R =
N = = =

Losung Aufgabe 3:

Die Determinante wird mit dem Gauss-Verfahren berechnet. Dazu wird zunéchst die letzte Zeile
von allen anderen Zeilen abgezogen. Das lasst die Determinante unverdndert und ergibt die Matrix

1 00 0 -1
01 0 0 -1
001 0 -1
00 0 1 -1
1111 2

Als weitere Zeilentransformation wird jetzt nacheinander jede der ersten vier Zeilen von der letzten
Zeile abgezogen. Das lasst die Determinante unverdndert und ergibt die Matrix

100 0 -1
01 0 0 -1
001 0 -1
00 0 1 -1
00 0 0 6

Nach dem Gauss-Verfahren ist die Determinante einer unteren Dreiecksmatrix das Produkt der
Diagonalelemente. Die gesuchte Determinante ist also 6.



Aufgabe 4

(Verallgemeinerung von Aufgabe 3 - ist doch immer hilfreich, wenn man den allgemeinen Fall kennnt
... wenn es auch anspruchsvoller wird ... ).

Es sei A = (a;;) eine n x n- Matrix mit

g — 2, fallsi=yj
1 1, sonst

Bitte bestimmen Sie die Determinante von A.

Loésung Aufgabe 4:

Die Determinante wird mit dem Gauss-Verfahren berechnet. Dazu wird zunéchst die letzte Zeile
von allen anderen Zeilen abgezogen. Das lasst die Determinante unverdndert und ergibt die Matrix
A = (agj) mit

1, fallsi=jundi<n

2, fallsi=j=n

aj;=q —1, fallsi<nundj=n
1, fallsi=nundj<n
0, sonst
d.h.
10 ... 0 —1
0 1 0 -1
A=

— O
— o
—o -
— =
Ml
—

Als weitere Zeilentransformation wird jetzt nacheinander jede der ersten n—1 Zeilen von der letzten
Zeile abgezogen. Das lisst die Determinante unveridndert und ergibt die Matrix A” mit

1, fallsi=jund i <n
” 24n—1, fallsi=j=n
a.:. =
& -1, falls i <nund j =n
0, sonst
d.h.
10 0 -1
0 1 0 -1
A/I: :
0 0 0 1 -1
00 0 0 24n-1

Nach dem Gauss-Verfahren ist die Determinante einer unteren Dreiecksmatrix das Produkt der
Diagonalelemente. Die gesuchte Determinante ist also n + 1.

Aufgabe 5

Bitte googlen Sie ,determinante online®, gehen Sie zu einem der Tools und spielen Sie ein bisschen.
Erfinden Sie Matrizen und lassen Sie die Determinanten ausrechnen.

Losung Aufgabe 5:

Hier gibt es keine Musterlosung :).



